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1 計算機科学とは？ 意味論とは？

代数学のさまざまな応用についての本特集において，本稿は計算機科学——

そのうちとくに意味論——とよばれる分野に現れる代数学的構造と，その応

用について紹介したい．多くの読者のもともとの興味は数学や，多少外れた

としても物理学などだろうから，まず，計算機科学（のうち意味論）とは何

をめざす学問なのかを説明していく．

ところでいきなり余談から始める．自分と異なる研究分野の人と話をする

際，まず最初にやるべきことは，相手が「何がやりたいのか，何をカッコい

いと思うのか」をお互いに理解することである．しかし，そのような目的意

識・美意識は本人にとってはすでに刷り込まれた当たり前のことであり，当

たり前のことを言葉にして説明するのはとてもむずかしい．この場合の有効

な手段は，インフォーマルに徹してともかく「気持ち」をたくさん話すこと

である．というのはプリンストン高等研究所の学際研究担当教授 Piet Hut さ

んの受け売りであり，彼は「IZAKAYA に行くといいね」と言うが本稿では

そうもいかない．何が言いたいのかというと，本稿が以下ややくだけ過ぎ感

があることの言い訳である．

計算機科学と一口に言っても研究内容はアーキテクチャ，アルゴリズム，ハ

イパフォーマンス・コンピューティング，ユーザ・インタフェイスなどさま

ざまであるが，本稿で注目するのは

• 計算機——特にプログラム——の動作，ふるまいを数学のコトバでモ

デリングして，その本質の理解をめざす意味論（semantics）というト

ピックと，

• その応用，特に計算機システムの正しさを数学的に証明する形式検証
（formal verification）への応用 1

1「形式」とはおおむね「数学的」の意味．
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である．

上のふたつの•において「計算機」を「自然界」にとり替えると，そのまま
物理学の説明として読めそうなことに注意されたい．実際，われわれ意味論

の研究者が日々行っていることは，たとえば惑星の運動を微分方程式で記述

するかのような数理モデリングである．ただしもちろん，対象の違いはモデ

リング手法の違いとして現れる：連続的な自然現象のモデリングには主に解

析学的手法によるが，プログラムのそれには代数学的手法を用いるのである．

本稿ではプロセス代数という単純なプログラミング言語を例に，計算機科

学における意味論の現場をかいま見てもらうことを目的にする．はじめに注

意しておくと，数値計算によるシミュレーションなどの計算科学や，数式処

理を計算機上で行う計算機代数などは本稿のテーマとは別の話である．期待

された読者の方には申し訳ない．

2 計算機科学における「有限 vs. 無限」

もう少しインフォーマルな話を続けたい．問題は

• 計算機やプログラムのどのような特性ゆえに，代数学的手法が有効な
のか？

というものであり，筆者の解答は

• 有限と無限のせめぎあい

である．この点を説明していく．

計算機の行う「計算」とは，足し算や掛け算と言うより「なんらかの手順

に従った機械的な作業」と思った方が適切だ．このことは，計算機が生活の

あらゆる場面において使われる現代においては明らかだろう．この手順を記

述するのがプログラムと呼ばれる有限長の文字列であり，計算機はプログラ

ムにしたがって動作し作業を行う．

本稿のテーマである「意味論」という言葉は，たとえば「自然言語の意味

論」というようにも用いられる一般的な言葉だが，本稿の文脈では「プログ

ラムの意味について数学的に考えよう」という意味である．ここで：次のプ

ログラムの意味とはなんだろうか？

int add (int x, int y) {

return x + y;

}

(1)

「足し算だよね」と思った読者はすでに（単純化・抽象化を伴う）数理モデリ

ングを行っており，すなわち意味論の実践者であると言えよう．というのは，

多くの実装において int （整数）型は 32 ビットのデータ型であり，足し算
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の結果が桁あふれするかもしれないのである．このように数理モデリングに

よって失われるディテールが存在する一方で，単純化された「意味」を用い

てプログラムの性質を数学的に記述できるのは大きな利点である．このあた

りの事情は，（大きさを持たない質点が登場したりする）物理学などでも同じ

であろう．

プログラムの意味について考えると，本節はじめの「有限 vs. 無限」の対

比が直ちに現れる．次のプログラムを考えよう．

infinite (int x) {

print x;

infinite (x + 1 mod 2);

};

infinite (0);

(2)

関数 infinite は自分自身の再帰呼び出しを行うため，このプログラムを実

行すると画面上に

0, 1, 0, 1, . . .

と表示され続けるはずである．ここで重要なのは，計算機が動作し続けるこ

とにより有限長のプログラムが無限長の意味を生成することである．

ここで，大学 2年くらいで習う（素朴）集合論で考えてみると，

• プログラムは文字の有限列．すなわち，文字の集合（アルファベットと
よばれ，ふつう有限集合）をΣとすると，プログラムはΣ∗ =

∪
n≥0 Σ

n

の元．

• プログラムの意味（またはふるまい）は何らかの集合 Γの元の無限列，

すなわち ΓN の元．

濃度を比較すると |Σ∗| = ℵ0 < ℵ1 ≤ |ΓN| （ただし |Γ| ≥ 2とした）．この帰

結として，

• 可能なふるまい全体のうち，あるプログラミング言語を用いて表現で
きるものはごくわずか

であることがわかる 2．

計算機科学の本質はまさにこの点にある：つまり，無限長のふるまいにつ

いて，有限長のプログラムを用いて記述し，考えるのである．たとえば，

infinite を用いた上のプログラム (2) のふるまいに 0 が無限回

現れるかどうか？
2プログラムで記述できるふるまいはある意味で有理的（rational）であると言える．ただし

これは循環的とは違う： 無限列 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, ... は（際限なく大きなメモリを仮定すれ
ば）再帰プログラムで生成できる．
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という問題を考えよう．これを調べるために，ふるまいとしての無限列0, 1, 0, 1, . . .

を直接調べるわけにはいかない——無限列を尽くす前に我々の有限の寿命が

先に尽きてしまう．しかしもともとのプログラム（すなわち無限列の有限的

表現）からスタートして，その構造を使ってやれば，余帰納法（coinduction）

という手法を用いた証明がものの数行で書けてしまう．

3 代数学とは——普遍代数学

有限長のプログラムのもつ無限長のふるまいについて説明してきた．ここ

でなぜ代数学が登場するのだろうか？

そもそも「代数学」という言葉が何を指すのかについて，読者のみなさん

もそれぞれイメージをお持ちのことと思うし，本特集では代数学のさまざま

な側面が紹介され応用されている．ここではひとつ大胆なスローガンをぶち

あげてみよう．

代数学とは構文と意味の分離とみつけたり

この見方を説明するため，さまざまな種類の代数系を統一的に扱う普遍代数

学（universal algebra）のほんのさわりを導入する．普遍代数学は歴史的に

は論理学の一分野であり，意味論で用いる「代数学」とは多くの場合普遍代

数学を指す．

定義 1 • 代数シグニチャ（signature）とは，集合の無限列Σ = (Σ0,Σ1,Σ2, . . . )

のこと．各 n ∈ Z≥0 に対し，元 σ ∈ Σn を n項演算子とよぶ．

• 代数シグニチャΣに対し，次のルールを有限回適用して得られる記号列

を Σ項とよぶ．

– 変数 x, y, . . . ∈ Varは Σ項．

– σ ∈ Σnがn項演算子で，t1, . . . , tn がそれぞれΣ項ならば，σ(t1, . . . , tn)

は Σ項．

ただし変数の可算無限集合Varを別に定めておくものとする．

• Σ上の等式公理とは，Σ項のペア (s, t)のことをいう．等式公理 (s, t)

を s = tとも書く．

例を挙げると，

Σgp =
(
{e}, {i}, {m}, ∅, ∅, . . .

)
は代数シグニチャであり，

m(e(),x) = x や m(i(x),x) = e()
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は Σgp 上の等式公理である．

上の定義によると，Σ項を作るためには変数 x, y, . . . あるいは 0項演算子

を使った σ()から始めて，これらを n(≥ 1)項演算子を使って順次組み合わ

せていくことになる．こうしてできる Σ項は常に有限長の文字列であること

に注意しておく．

上の例からは「群のことかなあ」という雰囲気が伝わってくるが，ポイン

トは記号の意味をまだ考えないことである．すなわち，演算子 m にはまだ何

の意味も定義されていないし，括弧 (や )もただの記号であり，さらには，

記号 =はただの区切りの役割しか果たしていない．次の定義ではじめて意味

が登場する．

定義 2 • 代数仕様 (algebraic specification) とは，代数シグニチャΣと，

Σ上の等式公理の（任意の）集合 E のペア (Σ, E)のこと．

• (Σ, E)代数とは
(
X,

(JσK)
σ∈Σ

)
，ただし

– X は空でない集合（台集合）

– 各 nと各演算子 σ ∈ Σn に対して，JσKは Xn → X の型の関数

（演算子 σ の解釈）

であり，E に属する等式公理すべてを「満たす」もののことをいう 3．

つまり，群を例にとって考えると，

• 群の定義はある代数仕様 (Σgp, Egp)によって与えられ，

• 具体的な群（対象群，一般線形群，· · ·）はそれぞれひとつの (Σgp, Egp)

代数を与える，

というわけである 4．

以上の定義はまだるっこしいかもしれない．しかしここで行ったのは計算機

科学（と論理学）の基礎の基礎 5，すなわち，記号列を取り扱う構文論（syntax）

と，記号列の意味を数学的に定義する意味論（semantics）との分離である．

ここで用いた記号 J−Kは，論理学・計算機科学において一般に「文字列の意
味」を表すために用いられる．

以上では群や環などの代数的概念が本質的に構文論的であることをみてき

た．このことは代数学的手法の一類型，すなわち数式変形の基礎をなす：(Σ, E)

代数の元を Σ項を用いて書き表したのち，Eに属する等式公理を用いて変形

3「満たす」の定義の概略を述べる．変数から X の元への割り当て（付値）J : Var → X を
定めると，項 t の解釈 JtKJ ∈ X が帰納的に（小さな項から順々に）定義できる．等式公理 s = t
が満たされるとは，すべての付値 J に対して JsKJ = JtKJ となることをいう．最後の = はただ
の区切り記号 = でなく，X の元としての等しさであることに注意．

4正確には，「群の定義の一表現」が代数仕様 (Σgp, Egp)に相当すると言うべきである：たと
えば，適切に等式公理を選ぶことによって，2 項演算 (−1)−1 · (−2) のみを用いた表現も可能．

5そもそも計算機（Turing 機械）は 20 世紀初頭の論理学の隆盛の中から現れた．

5



していくのである．代数学での構文論の重要性の例は他にも，自由群や加群

のテンソル積の構成——記号列の同値類を用いて記述される——に現れる．

また，最近数学の多くの分野で用いられるオペラド（operad）の理論は，上

記の普遍代数学の「いとこ」のような存在である．

話を戻して：計算機科学と代数学の関わりについてはすでに明らかであろ

う．すなわち，双方とも

有限長の記号列による表現を基礎としている

のである（前者においてはプログラム，後者においては数式つまり Σ項）．

ところで，計算機科学と代数学の関わりをしめす余談としては次のようなも

のもある．そもそも英語の algebra という単語の語源はアラビア語の al jebr

（ばらばらにしたものを組み合わせる）であり，その単語を最初に著書のタイ

トルに使ったのが 9世紀のイスラム科学者 al-Khwārizmı̄ であり，彼の名前

がアルゴリズム algorithm の語源となった．

4 プロセス代数

本稿の残りでは Plotkin によるプロセス代数の構造的操作意味論を通して，

「意味論の働く現場」を見てもらいたい．

並列システム論（concurrency theory）という分野がある．マルチコア・プ

ロセッサからインターネットまで，計算機を並列実行するのは現在の流行であ

る一方，並列システムのふるまいについて考えるのはとてもむずかしい——

おおざっぱに言って，計算ユニット数の増加に対してシステム全体の複雑さ

は指数関数的に増加する．プロセス代数（process algebra）とは，並列シス

テム論においてシステムを表現するのに用いられる単純な「プログラミング

言語」の一群を指す．

多くのプロセス代数は定義 2のような単純な代数シグニチャと同一視でき

る（ゆえにプロセス「代数」）6．次の代数シグニチャを考えよう．

Σpa =
(
{a, b, c,0}, {!}, { ∥, +}, ∅, ∅, . . .

)
これらの演算子の意味を正確に定義することがそもそもの問題なのであり，

そのやり方を後で説明するのであるが，とりあえず「気持ち」を述べておこ

う．Σpa 項のそれぞれは並列システムをあらわすプログラムであり，

• a, b, c は（原子）アクション．便宜的に，「画面に a（または b, c）を出

力」と考えよう．

• 0 は停止を表す．

6一般にプログラミング言語を代数的に表現するには，多種シグニチャ（many-sorted signa-
ture）が必要である．
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• s ∥ t はシステム s, tの並列実行を表す．

• s+ t はシステム s, tの非決定和（どちらかを任意に選んで実行するが，

選ばなれなかった片方については忘れてしまう）．

• ! s は s の複製（sのコピーを可算無限個作って，これらを並列に実行

する）．

例として Σpa 項 a ∥ (b+ c) を考えると，その表すシステムは

• システム aと b+ c が並列実行しており，どちらが先にアクションを行

うかわからない．前者が先の場合は aを表示し，後者が先の場合は bと

cのどちらかが表示される（そしてもう片方については忘れてしまう）．

• 次に，上で aが表示された場合は，残りの b + cがアクションを行う．

逆も同様．

このように，並列システムのふるまい——すなわちプロセス代数のプログ

ラムの意味——を考えると，並列実行の競合（race）による非決定性が不可

避的に現れる．これを数学的に記述するためには，プログラム (1) の場合の

ように入力値から出力値への関数と考えたり，プログラム (2) の場合のよう

に画面出力の無限列とするのではうまくいかない．そこで並列システム論で

は以下のようなラベル付き遷移系（labeled transition system）を用いること

が多い．

Ja ∥ (b+ c)K =


• c

��b &&

a
��

��

•
a��

•
c
��

b && •

 (3)

つまり，一番上の状態 •から始まって，アクション a, b, c を行いながら状態

を遷移していくわけである．この遷移系は上記の「気持ち」を数学的に表現

しており，このようにシステム実行を追いかけるスタイルの意味論を操作意

味論（operational semantics）と呼ぶ．

さて問題は，上記 (3) のような操作意味論をどのようにして数学的に正確

に定義するかであり，一つの答えが Plotkin の構造的操作意味論（structural

operational semantics, SOS）である．

5 構造的操作意味論（SOS）

最初に SOSのレシピの概略を述べておこう．

1. プロセス代数の各演算子の意味を SOSルールとして定義する．
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s
x→ s′

s ∥ t
x→ s′ ∥ t

(∥L) t
x→ t′

s ∥ t
x→ s ∥ t′

(∥R)

s
x→ s′

s+ t
x→ s′

(+L) t
x→ t′

s+ t
x→ t′

(+R)

s
x→ s′

! s
x→ s′ ∥ ! s

(!)
x

x→ 0
(AtomAct)

図 1: Σpa のための SOSルール

2. 項の間の遷移関係 s
x→ tを，SOSルールを用いて導出する．

3. 項を状態として，その間を上で導出された遷移関係でつないでえられ

る遷移系を意味として与える 7．

しばしば——具体的には SOSルールの形が特定のフォーマットに従う場合—

—ステップ 2. の導出は項 sの構造にもとづき帰納的に行われる．これが「構

造的」操作意味論と呼ばれるゆえんである．

さっそくステップ 1. から： 前節の Σpa に対して SOSルールを与えよう．

図 1において，

• x は a, b, cのいずれかを表し，s, s′, t, t′ は任意の Σpa 項を表す．

• ルールの横に書いてある (∥L) や (AtomAct) はルールの名前である．

「L」「R」は左，右を表す．

• ルールは上から下に読む（「横線の上の遷移がすでに導出されたならば，
そこからさらに横線の下の遷移を導出してよい」）．つまり，上が仮定

で下が結論である．最後の (AtomAct)ルールには仮定がなく，これ

を導出におけるベースケースとして用いることができる．

4節に述べた各演算子の「気持ち」が，SOSルールとして表現されているこ

とを納得してもらえるだろうか．たとえば項 sから x遷移が可能であるとき

（すなわち，ある s′に対して s
x→ s′），項 s ∥ t と s+ tの両方から x遷移が可

能であるが，前者では tが生き残る一方で，後者では tは忘れられてしまう．

ステップ 2. に進もう．遷移関係は SOSルールを有限回用いて導出する．た

とえば項 a ∥ (b+ c)において，b+ c が先に動作して，しかも bが選ばれた

場合には b遷移がおこるが，これは次のように SOSルールを用いて導出さ

7本当は最後に「遷移系を双模倣性（bisimilarity）で割る」というステップがあるのだが，本

稿では省略．双模倣性とは遷移系の間の同値関係の一つで，たとえば •// abb と •//
a

))•
a

ii

を同一視する．
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れる．

b
b→ 0

(AtomAct)

b+ c
b→ 0

(+L)

a ∥ (b+ c)
b→ a ∥ 0

(∥ R)
(4)

項 a ∥ (b+ c)からはじめて，このような導出の可能なものをすべて挙げると

次を得る．

a ∥ (b+ c)
c
��b ""

a
��

��

a ∥ 0

a��

0 ∥ (b+ c)
c

��b %%
0

(5)

最後にステップ 3. として，(5) において各状態に書いてある項を忘れると (3)

の遷移系を得る．

図 1の SOSルールに対しては，(5) のように可能な遷移（すなわち，可能

な導出）をすべて数え上げることはむずかしくない．なぜならば，各ルール

において仮定の左側は結論の左側の一部（部分項）になっているからである

（たとえばルール (∥L) において s は s ∥ t の部分項）．よって (4) のような

導出は，左側の項がだんだん「太っていく」形で行われる．

6 SOSの形式検証への応用

前節で，プロセス代数の項——すなわち，並列システムを表現する単純な

プログラム——に対して (3) のような意味を定義する手法 SOS を紹介した．

数学的・論理学的にはいかにもまっとうだが，計算機科学（特に本稿冒頭で

ふれた形式検証）ではこれをどのように使うのだろうか？

まず，現在の文脈で形式検証とは次の問題である．

• 入力 プロセス代数の項 tと，みたしてほしい性質 P．P の例は「aが

現れたら，その後いつかかならず bが現れる」．

• 出力 項 tの表すシステム（すなわち遷移系 JtK）が P をみたすか否か

（Yes/No）．No の場合はできれば反例．

この問題は（主に経済的理由から）できれば自動化して解きたい：すなわち，

形式検証問題を解くアルゴリズムを実装したいのである．

ここで図 1によると，項 ! sは再帰呼び出しを行うゆえ，(2)のプログラム

のように無限状態の遷移系をひきおこすことが多い．この場合には (3) のよ
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うな意味を具体的に書きくだすのは不可能である（その前に我々の有限の寿

命が尽きる）．

そこで多くの形式検証アルゴリズムは，項 tを遷移系 JtKに完全に展開する
ことはせず，何らかの記号操作によって（記号列として与えられる）項 tと

性質 P を変換していき Yes/No の出力に至る．そしてこのようなアルゴリズ

ム——振り返ってみると文字列 t, P を機械的に変換しているだけである——

が実際に形式検証問題を正しく解いているのかという問題は決して自明では

ない．つまり「検証プログラム自体の（メタな）検証」が必要なのである．

この問題を（JtKを定義することで）定式化し，またその証明の手がかりを
与えるのが，前節のような数学的意味論である．言いかえると，形式検証アル

ゴリズムのメタ理論（meta theory）を与えるのが数学的意味論なのである．

また逆に，数学的意味論をスジよく発展させることで生まれる形式検証手

法もある．たとえばプロセス代数の要素還元性（compositionality）とよばれ

る性質は「小さなシステムを部品として組み合わせて作った大きなシステム

の性質は，部品それぞれの性質からわかる」ことをいい，次のように定式化

される： 各演算子 σについて

JsiK ≃ JtiK, ∀i ∈ [1, n] =⇒ Jσ(s1, . . . , sn)K ≃ Jσ(t1, . . . , tn)K. (6)

ここで≃は遷移系の間の（何らかの意味での）等価性を表す 8．たとえば「s1

さんと t1さんの個人としての働きが同じで，s2と t2も同じであれば，s1, s2

二人のチームの働きは t1, t2二人のチームの働きと同じ」という感じだが，現

実にはむずかしそうだ：実は s1と s2は犬猿の仲であって，それぞれ個人と

して働いているうちには露見しなかっただけかもしれない．このような予見

しない内部干渉がないという性質が要素還元性であり，複雑なシステムの形

式検証をボトムアップに（部分部分から積み上げる形で）行うためには必要

不可欠な性質である．

要素還元性は上記の（代数学に基づいた） SOS の格好のターゲットであ

る： 条件 (6) は，意味を与える写像 J−K が準同型写像であることに他なら
ない！9 現在では要素還元性を保証するルールの形——5節に述べたフォー

マット——が多く研究され，たとえば図 1のルールが要素還元性をみたすこ

とは，あるフォーマットからすぐにわかる．

7 おわりに

計算機科学（特に意味論）と代数学における有限と無限の対比，また構文

論と意味論の分離についてインフォーマルに説明したのち，Plotkin の構造
8たとえば前頁の脚注で述べた双模倣性．
9正確には：遷移系の ≃同値類の上に演算子 σ の意味 JσKが well-defined であり，かつ J−K

が Σ 項の集合自身がなす代数からの準同型写像になっていること．
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的操作意味論 SOS をかけ足で紹介した．SOS の入門は Aceto らによるも

の [1]があるが，SOS の圏論的代数・余代数を用いた一般的な記述（Turi と

Plotkin による）もエキサイティングでありオススメである（Klin による入

門記事 [2]がある）．論理学における構文論と意味論の分離については，論理

学の高級教科書である Shoenfield[3]が鬼軍曹のように鍛えあげてくれる．

本稿は計算機科学における意味論のわずかな一側面を語ったにすぎない．

意味論の代表的な教科書はWinskel[4] であるが，プログラム意味論と幾何学

的不変量のつながり [6]や，代数仕様を記述するための圏論的道具であるモ

ナド（monad）の計算機科学での使われ方 [5]なども読者の興味のあるとこ

ろであろう．
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